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RELATIONS DE DEPENDANCE 
ET INTERSECTIONS EXCEPTIONNELLES 

par Antoine CHAMBERT-LOIR 

1. RELATIONS DE DEPENDANCE 

Cet expose est consacre a un ensemble de travaux apparus depuis une quinzaine 
d'annees sous la plume de divers mathematiciens autour de ce qu'on appelle maintenant 
la conjecture de Zilber-Pink. Je voudrais debuter avec le cas le plus simple et le plus 
frappant. 

THEOREME 1.1. — Soit C une courbe algebrique complexe (irreductible) et considerons 
n fonctions rationnelles fx, . . . , f n non identiquement nulles et multiplicativement inde- 
pendantes sur C. Alors, les points x de C oil leurs valeurs fx(x), . . . , f n (x) verifient au 
moins deux relations de dependance multiplicative independantes forment un ensemble 
fini. 

Dire que f\, . . . , f n sont multiplicativement independantes signifie que pour tout 
vecteur non nul ( ) G Z n , la fonction rationnelle f^ 1 . . . f% n sur C n'est pas 

constante de valeur 1. 

De meme, si x est un point de C qui n'est ni un zero ni un pole des fa, les relations 
de dependance multiplicative entre les valeurs fi(x) des /, sont les vecteurs (ax, ... , a n ) 
de Z n tels que riiLi fi{ x ) ai — 1- Ces relations forment un sous-groupe de Z n ; le theoreme 
concerne les points x pour lesquels ce sous-groupe est de rang ^ 2. 

Sous l'hypothese que les fonctions fi sont multiplicativement independantes modulo 
les constantes, c'est-a-dire qu'aucune combinaison non triviale Yl fT n'est constante, 
ce theoreme a ete demontre par E. BOMBIERI, D. MASSER et U. ZANNIER dans Par- 
ticle |12] qui, le premier, a mis en avant ces questions. L'hypothese supplementaire a 
ete levee par G. Maurin [42] . puis, par une autre approche, par Bombieri, P. Habeg- 
GER, MASSER et ZANNIER [II] . Ces articles reposent sur des techniques de geometrie 
diophantienne et supposent en outre que toute la situation est definie sur le corps Q 
des nombres algebriques. Dans l'intervalle, Particle |T6| demontre que ce cas entraine le 
theoreme sur le corps des nombres complexes. 

Remarquons pour finir que Penonce est optimal au sens ou Pensemble des points x 
de C ou les valeurs f\(x),. . . , f n (x) sont multiplicativement dependantes est infini (a 
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moins que les fi ne soient toutes constantes). Si, disons, f\ n'est pas constante, il suffit 
de considerer l'ensemble des points x de C tels que fi{x) soit une racine de l'unite. 

Malgre la simplicite de l'enonce ci-dessus, il convient de l'ecrire dans le cadre plus 
general des groupes algebriques commutatifs, voire des varietes de Shimura mixtes. II 
s'insere alors dans un faisceau de conjectures dues a B. Zilber [82], S.-W. Zhang (non 
publie, voir [13]), R. Pink [50] (voir aussi et Bombieri, Masser, Zannier [13]. 
Par ailleurs, et ce n'est pas l'aspect le moins fascinant du sujet, ces conjectures com- 
pletent les conjectures de type Manin-Mumford, Mordell-Lang et Andre-Oort. Toute- 
fois, je me limiterai au cas des groupes algebriques dans ce rapport et ne dirai rien de la 
conjecture d'Andre-Oort dont l'importance et la beaute des derniers developpements, 
dus pour l'essentiel a J. PlLA (voir [46]), exigent qu'un expose autonome leur soit consa- 
cre. Signalons quand meme qu'ils trouvent leur origine dans la nouvelle demonstration 
de la conjecture de Manin-Mumford qu'ont decouverte PlLA et ZANNIER [47] et que 
ces techniques jouent un role dans l'etude de questions voisines que nous evoquerons a 
la fin de ce rapport. 

Revenons au theoreme 11.11 Puisque Ton discute de relations de dependance multipli- 
cative, introduisons done le groupe multiplicatif (complexe) G m = A 1 \ {0} et conside- 
rons la famille des fonctions fi, ■ ■ ■ , f n comme une application rationnelle / de C dans le 
tore algebrique G = G™ . Notons X son image, ou plutot l'adherence, pour la topologie 
de Zariski dans G, de l'image d'un ouvert dense de C sur lequel / est definie. Laissons 
de cote le cas ininteressant ou les f\ sont toutes constantes ; l'application / est alors 
de degre fini et X est une courbe irreductible dans G. Comme les fi sont multiplicati- 
vement independantes, la courbe X n'est contenue dans aucun sous-groupe algebrique 
strict de G : de tels sous-groupes sont en effet definis par des equations monomiales 
gf* . . . g® n = 1 en les coordonnees (g\, . . . , g n ) G G™ . Plus precisement, les sous-groupes 
algebriques (pas forcement connexes) de G sont en bijection avec les sous-modules 
de Z n , la codimension d'un sous-groupe etant egale au rang du module de ses relations. 
Pour tout entier r G N, notons ainsi G M la reunion des sous-groupes algebriques de G 
qui sont de codimension ^ r ; e'est aussi l'ensemble des points (g 1; . . . ,g n ) G G^ qui 
verifient r relations de dependance multiplicative independantes. Ainsi, le theoreme ll.il 
equivaut a l'enonce suivant : 

Theoreme 1.1'. - - SoitX une sous-variete fermee de G 7 ^, irreductible et de dimen- 
sion 1, qui n'est contenue dans aucun sous-groupe algebrique strict. L'ensemble XflG' 2 ' 
des points x de X qui sont contenus dans un sous-groupe de codimension ^ 2 est fini. 

Les conjectures auxquelles ce rapport est consacre visent a remplacer le groupe G par 
une variete semi-abelienne, la courbe X par une sous-variete fermee de G, irreductible et 
distincte de G, de dimension quelconque d, et l'ensemble G^ 2 ' par un ensemble G^, ou c 
est un entier tel que c > d, voire un ensemble de la forme T • G^ ou T est un sous-groupe 
de rang fini de G, et meme, lorsque tout est defini sur le corps des nombres algebriques, 
des « epaississements » d'un tel ensemble au sens de la theorie des hauteurs. 



1032-03 



Dans ce cas, une generalisation naturelle du theoreme 11. 11 est la conjecture suivante 
de R. PlNK (voir |49j, conjecture 5.1). Avant de l'enoncer, rappelons qu'une variete 
semi-abelienne est un groupe algebrique commutatif qui se decompose en une extension 
d'une variete abelienne par un tore ; un sous-groupe algebrique connexe d'une variete 
semi-abelienne est encore une variete semi-abelienne. 

Conjecture 1.2. - - Soit G une variete semi-abelienne complexe. Soit X une sous- 
variete fermee et irreductible de G, de dimension d. Si X n'est pas contenue dans un 
sous-groupe algebrique strict de G, V inter section XnG' d+1 ' n'est pas dense dans X pour 
la topologie de Zariski. 

Cette conjecture est connue lorsque X est une courbe (d = 1) et G un tore ; on 
retrouve le theoreme ll.ll Pour l'essentiel, tous les autres resultats se restreignent au 
cas de varietes definies sur le corps Q des nombres algebriques et peuvent done ne 
considerer que des points algebriques. Toujours lorsque d — 1, un theoreme de G. Re- 
MOND etablit cette variante pour les varietes abeliennes a multiplications complexes 
([64J, corollaire 1.6), tandis qu'un resultat plus recent de E. VlADA (c/. [27], theo- 
reme H) traite le cas des varietes abeliennes qui sont produit de varietes abeliennes a 
multiplications complexes, surfaces abeliennes et courbes elliptiques. En dimension plus 
grande, a l'exception de quelques cas comme les sous-varietes de codimension 2 d'un 
tore (theoreme 1.7 de [14]), cette conjecture n'est demontree que sous une hypothese 
geometrique sur X. Introduisons une terminologie proposee par Z. RAN dans le cas des 
varietes abeliennes (voir [53]) : 

DEFINITION 1.3. - - SoitX une sous-variete (fermee, irreductible) d'une variete semi- 
abelienne G. On dit que X est geometriquement degeneree s'il existe un sous-groupe 
algebrique G' de G, tel que I'image de X dans G/G' est de dimension strictement infe- 
rieure a min(dim(X), dim(G/G')). 

Pour qu'une courbe soit geometriquement degeneree, il faut et il suffit qu'elle soit 
contenue dans un translate d'un sous-groupe algebrique strict. En revanche, en dimen- 
sion superieure, il peut exister des sous-varietes geometriquement degenerees qui ne 
sont contenues dans aucun translate de sous-groupe algebrique. 

THEOREME 1.4 (HABEGGER, [301 EI])- - - Soit G une variete semi-abelienne definie 
sur Q. Soit X une sous-variete fermee, irreductible et de dimension d, definie sur Q, 
qui n'est pas geometriquement degeneree. Supposons de plus que G soit un tore ou une 
variete abelienne a multiplications complexes. Alors X(Q)nGt d+1 ^ n'est pas dense dansX 
pour la topologie de Zariski. 

Expliquons maintenant le lien entre la conjecture II. 21 et celles de Manin-Mumford ou 
de Mordell-Lang. 
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Un point g de G est de torsion si et seulement s'il appartient a un sous-groupe alge- 
brique de dimension (celui qu'il engendre !) ; par suite, la conjecture ll.2l etend la conjec- 
ture de Manin-Mumford qui concerne precisement les points de torsion de G situes sur 
la sous-variete X. Rappelons que cette conjecture a ete demontree par M. LAURENT [38J 
pour les tores, M. RAYNAUD [57| 156] dans le cas des varietes abeliennes, et M. HlN- 
DRY [32] en general. Profitons aussi de l'occasion pour mentionner diverses preuves plus 
recentes : [6H], via la preuve d'une conjecture de Bogomolov ( [SOI [T71 [221 EH] pour les 
tores, [74"j 1ST] I2T] pour les varietes abeliennes, [23J pour les varietes semi-abeliennes) , via 
la theorie des modeles de corps aux differences (|34| et [ oi] EB] qui s'en inspirent), 
enfin [47J. 

Soit maintenant T un sous-groupe de G de rang fini r; soit (gi,...,g r ) des ele- 
ments de T tels que T/(gi, . . . , g r ) soit de torsion. Reprenant un argument de Re- 
MOND qui consiste a remplacer G par une puissance G x G r et X par la sous-variete 
X x {(<7i, . . . ,g r )}, PlNK observe que la conjecture 11.21 est equivalente a la conjecture 
suivante : 

CONJECTURE 1.5. - - Soit G une variete semi-abelienne complexe. Soit X une sous- 
variete fermee de G, irreductible et distincte de G, de dimension d. SoitT un sous-groupe 
de rang fini de G. SiX n'est pas contenue dans un translate de sous-groupe algebrique 
strict de G, I 'intersection X D (r ■ G' d+1 ') n'est pas dense dans X pour la topologie de 
Zariski. 

Bien sur, si X ^ G, G^ +1 ^ n'est pas vide et T ■ G^ +1 ^ contient T, done la conjec- 
ture [T75] entraine en particulier la conjecture de Mordell-Lang selon laquelle XflT n'est 
pas dense dans X. Rappelons que celle-ci est maintenant un theoreme, suite aux tra- 
vaux de P. Liardet |39| pour les courbes dans les tores, M. Laurent [38J pour les 
tores, G. FALTINGS [20] pour les varietes abeliennes, M. HlNDRY [32], P. VOJTA [7S] et 
M. McQuillan [33] pour les varietes semi-abeliennes. 

REMOND et MAURIN ont tire parti de la methode de VOJTA pour etablir le resultat 
suivant en direction de la conjecture II. 5[ analogue avec un groupe T du theoreme 11.41 

Theoreme 1.6 (Remond [66], Maurin [43]). - - Supposons que G soit un tore ou 
une variete abelienne a multiplications complexes. Soit X une sous-variete fermee et 
irreductible de dimension d de G, definie sur Q et qui n'est pas geometriquement dege- 
neree. Soit V un sous-groupe de rang fini de G(Q). Alors X(Q) fl (r ■ G' d+1 ') n'est pas 
dense dans X pour la topologie de Zariski. 

Leur approche permet aussi d'obtenir une autre demonstration du theoreme 11.41 
Par ailleurs, une approche recente d'E. VlADA [77] fondee sur une forme effective 
de la conjecture de Bogomolov permet d'etendre le theoreme precedent a une classe 
de varietes abeliennes comprenant les produits de varietes abeliennes a multiplications 
complexes, de courbes elliptiques et de surfaces abeliennes. 
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Dans le §2 de ce rapport, je decris les « lieux exceptionnels » que l'etude de ces 
conjectures oblige a prendre en compte. Le §3 est un rappel des concepts de geometrie 
diophantienne utilises dans les preuves : theorie des hauteurs, probleme de Lehmer, 
conjecture de Bogomolov. Dans le §4, je resume les differentes approches des theoremes 
precedents : apres la preuve d'un important theoreme de majoration de hauteurs, j'y 
decris successivement l'utilisation du probleme de Lehmer, de la methode de Vojta et 
des formes effectives de la conjecture de Bogomolov. 



2. INTERSECTIONS EXCEPTIONNELLES 

Motive par l'etude de la conjecture de Schanuel dans le cadre des corps differentiels, 
B. ZlLBER avait enonce une conjecture voisine de la conjecture 11.21 ([82j. conjecture 2). 

Soit G une variete semi-abelienne complexe. Soit X une sous-variete fermee de G, 
irreductible. 

Definition 2.1. - - Soit H une sous-variete fermee, equidimensionnelle de G. On dit 
qu'une composante irreductible Y de I 'intersection XflH est atypique si sa dimension 
verifie 

dim(Y) > dim(X) + dim(H) - dim(G). 

On peut aussi ecrire cette inegalite sous la forme codimn(Y) < codimc(X). Rappelons 
que si X fl H n'est pas vide, la theorie de l'intersection afhrme que toute composante 
irreductible en est de dimension superieure ou egale a dim(X) + dim(H) — dim(G) ; 
les composantes atypiques sont done celles dont la dimension depasse la dimension 
attendue. 

Dans la suite, cette notion n'interviendra que dans le cas particulier ou H est un 
sous-groupe algebrique de G, ou un translate d'un tel sous-groupe. 

CONJECTURE 2.2. - - Soit G une variete semi-abelienne complexe. Soit X une sous- 
variete fermee de G, irreductible. II existe une famille finie $ de sous-groupes algebriques 
stricts de G telle que pour tout sous-groupe algebrique H de G, toute composante aty- 
pique de X fl H soit contenue dans I'un des elements de $. 

Avec ces notations, notons X ta le complementaire dans X de la reunion des compo- 
santes atypiques de dimension strictement positive d'une intersection X fl H, ou H est 



un sous-groupe algebrique de G.l^l Une variante de la conjecture 12.21 due a BOMBIERI, 
MASSER et ZANNIER ([2], Torsion Openness Conjecture, p. 25) afhrme que X ta est 
ouvert dans X. 

ZlLBER observe aussi dans son article (|82], propositions 2 et 3) comment la conjec- 
ture 12.21 entraine celles de Manin-Mumford ou de Mordell-Lang. 



1. Les lettres ta signifient torsion anomalous. 
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C'est d'ailleurs tres simple dans le cas Manin-Mumford. Considerons en effet une 
sous-variete (fermee, irreductible) X de G, distincte de G et qui n'est pas contenue dans 
un sous-groupe algebrique strict de G. Soit alors x un point de X qui est de torsion 
dans G et soit H x le sous-groupe algebrique qu'il engendre. Alors, Y = {x} est une 
composante irreductible de l'intersection X D B. x ; puisque X C G, la dimension de Y 
verifie 

dim(Y) = > dim(X) - dim(G) = dim(X) + dim(H x ) - dim(G), 

si bien que Y est une composante atypique de cette intersection. Supposant la conjec- 
ture [221 satisfaite, il existe H G $ tel que x G H. Autrement dit, les points de X qui 
sont de torsion dans G sont contenus dans la reunion rime des sous-varietes XflH, pour 
H G $. A moins que X PI H = X pour l'un de ces sous-groupes, ce qui entraine que X 
est contenue dans un sous-groupe algebrique strict, les points de X qui sont de torsion 
dans G ne sont done pas denses dans X pour la topologie de Zariski. 

Le theoreme suivant est du a ZlLBER [82] lorsque G est un tore et a J. KlRBY [35] 
en general. La difference avec la conjecture 12.21 vient du fait qu'on met en jeu tous les 
translates de sous-varietes semi-abeliennes et pas seulement les sous-groupes algebriques 
(qui sont reunion finie de translates de sous-varietes semi-abeliennes par des points de 
torsion). 

THEOREME 2.3. - - Soit G une variete semi- abelienne complexe et soit X une sous- 
variete (fermee, irreductible) de G. // existe une famille finie $ de sous-varietes semi- 
abeliennes strides de G telle que : pour tout translate gK d'une sous-variete semi- 
abelienne K de G et toute composante atypique Y de I 'intersection X R gK, il existe 
H G $ et h G G tels que Y C hH et 

dim(H) + dim(Y) = dim(K) + dim(X n hH.). 

Cette derniere condition de dimension entraine que la codimension de H est au moins 
egale a l'exces t de dimension de la composante atypique Y, exces que Ton definit par 

t = dim(Y) - (dim(X) + dim(K) - dim(G)). 

Au moins lorsque H contient K, elle signifie que Y est une composante typique de 
l'intersection de X D hH avec gK dans le translate gH. 

Le theoreme 12.31 et son precurseur sur les tores (|82j, corollaire 3; voir aussi [53J) 
reposent sur un theoreme de J. Ax etablissant une variante de la conjecture de Schanuel 
dans le cas differentiel ([6j, theoreme 3). Par des arguments de theorie des modeles des 
corps differentiels (le theoreme de compacite en logique du premier ordre), ZlLBER et 
KlRBY en deduisent une version uniforme a parametres, puis l'enonce ci-dessus avec 
la condition codim(H) ^ t. Lorsque Y est une composante atypique de l'intersection 
(X R hH.) H gK, on applique de nouveau l'argument. 

Signalons que BOMBIERI, MASSER et ZANNIER dans le cas des tores ([H], theo- 
reme 1.4), puis REMOND dans le cas des varietes abeliennes ([66J, partie 3), demontrent 
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des resultats de meme nature, mais effectifs, au sens ou ils controlent le degre d'une par- 
tie maximale qui est une composante atypique d'une intersection de X avec un translate 
de sous-groupe algebrique. 

COROLLAIRE 2.4. - - Soit X oa le complementaire dans X des composantes atypiques 
de dimension strictement positive d'une intersection X n gB, ou B parcourt V ensemble 
des sous-varietes semi- abeliennes non nulles de G de codimension < dim(X) et g par- 
court G. Alors X oa est ouvert dans X pour la topologie de Zariski. 



(2) 



Demonstration. — On commence par remarquer que si H est une sous-variete semi- 
abelienne fixee, la reunion Sfa des composantes atypiques de dimension strictement 
positive d'une intersection X fl KB est une partie fermee de X. Considerons en effet 
le morphisme tp: G — > G/H et sa restriction (fx'- X — > <p{X) a X; on a X fl xB = 
¥ ? x 1 ( ( ^x(^)) pour tout x G X. Les composantes en question sont celles des fibres de </?x 
qui sont de dimension > max(0, dim(X) — dim(G/H)). D'apres le theoreme de semi- 
continuite de la dimension des fibres d'un morphisme, c'est une partie fermee de X. 

Nous allons demontrer que X\X oa est la reunion des parties J?h, ou H decrit l'ensemble 
fini $ du theoreme 12.31 

Considerons done une sous-variete Y de X de dimension strictement positive, compo- 
sante irreductible atypique d'une intersection Xf1|/K, ou y G Y et K est une sous-variete 
semi-abelienne de G. On peut supposer, quitte a remplacer K par cette sous-variete, 
que K est la plus petite sous-variete semi-abelienne de G telle que Y C yK. Sous l'hypo- 
these supplementaire que Y est maximale parmi les composantes atypiques, nous allons 
demontrer que K G $ ; nous aurons done Y C i^k, puis Y C Uhs* e ^ ^ e cor °U a i r e 
en resultera d'apres la premiere partie de la demonstration. 

Soit H G $ la sous-variete semi-abelienne de G fournie par le theoreme 12.31 : on a 
Y C yR et 

dim(H) + dim(Y) = dim(K) + dim(X n yB.). 

Par definition de K, on a K C H. Soit Y' une composante irreductible de l'intersec- 
tion X n yB. qui contient Y. L'inegalite dim(Y) ^ dim(Y') — codimn(K) donnee par 
la theorie de l'intersection entraine que dim(Y') = dim(X fl yB). Comme Y est une 
sous-variete irreductible maximale dans l'ensemble des composantes atypiques d'inter- 
sections de X avec un translate d'une sous-variete semi-abelienne, on a l'alternative 
suivante : 

- Si Y' = Y, l'egalite de dimensions ci-dessus entraine H = K ; 

- Sinon, Y C Y', done Y est une composante typique de l'intersection Y' fl yK, 
e'est-a-dire 

dim(Y') = dim(X) + dim(H) - dim(G) = dim(Y) + dim(H) - dim(K); 
on en deduit que 

dim(Y) = dim(X) + dim(K) - dim(G), 



2. Les lettres oa sont l'abreviation de open anomalous. 
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ce qui contredit l'hypothese que Y est une composante atypique de l'intersection 
XDyK. 

Cela conclut la preuve du corollaire. □ 

Notons que X oa peut fort bien etre vide ; c'est le cas si X est contenu dans un translate 
de sous-variete semi-abelienne, plus generalement si X est geometriquement degeneree 
(cf. [66], Prop. 4.2) : 

PROPOSITION 2.5. - - L'ouvert X oa est vide si et seulement si X est geometriquement 
degeneree. 

Plus generalement, X \ X oa est la reunion des sous-varietes Y de X pour lesquelles il 
existe une sous-variete semi-abelienne H telle que 

dim(YH/H) < min(dim(Y), dim(G/H) - codim x (Y)). 

Demonstration. — Soit Y une sous-variete de X et H une sous-variete semi-abelienne 
de G telle que dim(YH/H) < min(dim(Y), dim(G/H) — codinix(Y)). Notons ip la pro- 
jection de G sur G/H et (fy'- Y — > ip(Y) = YH/H le morphisme qui s'en deduit par 
restriction a Y. Pour tout y e Y, on a 

dim y (X n yB) ^ dim 2/ (Y fl yB) = dim y f^ifyiy)) 
^ dim(Y) - dim(^ Y (Y)) 

> dim(Y) - min(dim(Y), dim(G/H) - dim(X) + dim(Y)) 
= max(0, dim(X) — codim G (H)). 

Cela prouve qu'au moins une composante irreductible de l'intersection X fl yB passant 
par y est atypique. Par suite, y G" X oa . 

Inversement, il suffit de demontrer que toute composante irreductible Y d'un en- 
semble introduit dans la preuve du corollaire 12.41 verifie cette inegalite. Or, par 
la definition meme de Jfjj, toute fibre du morphisme ify'- Y — > YH/H C G/H est de 
dimension > max(0,dim(X) + dim(H) — dim(G)). Par consequent, 

dim(YH/H) < dim(Y) - max(0, dim(X) + dim(H) - dim(G)) 

= min(dim(Y), dim(G/H) — codimx(Y)), 

comme annonce. □ 

Plus generalement, si t est un entier naturel, on peut definir l'ensemble X oa '^ comme 
le complementaire, dans X, de l'ensemble des points x G X tels qu'il existe une sous- 
variete semi-abelienne H de G telle que 

dim x (X fl xH) ^ max(l, t — codimG(H)). 

Lorsque t — 1 + dim(X), on a X oa '^ = X oa . Inversement, lorsque t ^ dim(X) et 
dim(X) > 0, on a dim^XrixG) = dim(X) > max(0,t) pour tout x G X, ce qui entraine 
que X oa 'W = 0. 

La proposition suivante generalise le corollaire 12.41 
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PROPOSITION 2.6. - - Pour tout entier naturel t, X oa 'M est ouvert dans X. 
3. HAUTEURS 

Le reste de ce rapport est consacre a resumer comment precedent les preuves des 
theoremes ll.ll ou 11.41 

Tout d'abord, il s'agit de demonstrations ou l'arithmetique joue un role fondamental, 
par la consideration des hauteurs, et surtout par l'utilisation de minorations extreme- 
ment fines des hauteurs dans le contexte du probleme de Lehmer et de ses variantes, ou 
du probleme de Bogomolov. De sorte, meme si j'avais donne jusqu'a present des enonces 
sur le corps des nombres complexes, tous les arguments qui suivent supposent que les 
varietes considerees sont definies sur le corps Q des nombres algebriques. 

Comme je l'ai dit a propos du theoreme II. 1[ Bombieri, Masser et Zannier ont 
explique dans leur article [16j comment l'on peut demontrer des resultats sur C lors- 
qu'on dispose de la conjecture 11.21 sur Q, voire des cas particuliers de la conjecture 
obtenus en bornant dim(X) et dim(G). lis se sont limites au cas des tores et il serait 
interessant de developper ces arguments dans le cas general des varietes semi-abeliennes 
et meme dans le contexte que considere PlNK dans [49J. (Dans le cadre de la conjecture 
de Mordell-Lang sur les varietes semi-abeliennes, des arguments de specialisation se 
trouvent dans [52].) 

En outre, la litterature se divise entre tores et varietes abeliennes, le cas general des 
varietes semi-abeliennes n'etant, a ma connaissance, pas encore traite. 

3.1. La machine des hauteurs 

Rappelons rapidement la notion de hauteur sur l'ensemble des points algebriques 
d'une variete projective. 

Sur l'espace projectif, la hauteur standard est la fonction h: P n (Q) — > R + definie 
par la formule 

K x ) = [k 1 Q] Yl^ Kv : Q"] logmax(|x | w > ■ ■ ■ > l x «U 

dans laquelle K est un corps de nombres, x est un point de P n (K) de coordonnees 
homogenes [xq : ... : x n ] dans K, v par court l'ensemble des valeurs absolues sur K 
qui etendent la valeur absolue reelle ou une valeur absolue p-adique sur Q, K v est le 
complete de K pour cette valeur absolue et Q v est le corps reel R ou le corps p-adique Q p 
suivant les cas. La formule du produit garantit que le second membre ne depend pas du 
choix des coordonnees homogenes ; il ne depend pas non plus du choix d'un corps de 
nombres K sur lequel le point x est defini. Par exemple, si le point x G P n (Q) a pour 
coordonnees homogenes [xq : . . . : x n ] formee d'entiers relatifs premiers entre eux dans 
leur ensemble, on a h(x) = logmax(|a;o| , . . . ,\x n \). Remarquons aussi que la fonction h 
est invariante sous Paction du groupe de Galois Gal(Q/Q). 



1032-10 



Lorsque X est une variete algebrique projective definie sur Q et ip: X — > P n est 
un morphisme de X dans un espace projectif, on en deduit une fonction = h o ip 
sur X(Q), invariante sous Faction de Gal(Q/K) si X et tp sont definis sur un sous- 
corps K de Q. Pour l'essentiel, la fonction h v ne depend de p que par l'intermediaire de 
la classe d'isomorphisme du fibre en droites p*G{V) dans le groupe de Picard Pic(X). 
En effet, si ip est un morphisme de X dans un espace projectif P m tel que <p*&(l) et 
ip*ff(l) soient isomorphes, la difference h v — est une fonction bornee sur X(Q). 

Notons J^"(X(Q),R) l'espace des fonctions de X(Q) dans R et 8% son sous-espace 
des fonctions bornees. Via l'etude des plongements de Segre ou Veronese, on demontre 
qu'il existe un unique morphisme d'espaces vectoriels 

Pic(X) <g) z R — >■ ^(X(Q), R)/^(X(Q), R) 

qui applique la classe d'un fibre en droites Jzf sur celle de la fonction lorsque p est un 
morphisme de X dans un espace projectif tel que ip*(9{l) ~ Jzf. Si Jzf est un (R-)fibre en 
droites sur X, on notera abusivement une fonction de X(Q) dans R qui represente 
l'image de =5f par ce morphisme de groupes. 
Nous ferons usage des result at s suivants : 

PROPOSITION 3.1. - - Soit X une variete projective definie sur Q et soit J?f un fibre 
en droites sur X. 

1. La fonction h%> est minoree en dehors du support du diviseur de toute section 
globale de J£ ; 

2. Si Jz? est engendre par ses sections globales, hjf est minoree; 

3. Supposons que J?f soit ample. Alors, pour tout entier B, V ensemble des points x G 
X(Q) tels que [Q(x) : Q] ^ B et h_^(x) < B est fini (theoreme de NORTHCOTT) ; 

4. Soit f: Y — > X un morphisme de varietes algebriques definies sur Q ; alors hf*^ — 

o f est une fonction bornee sur Y(Q). 

Pour plus de details et des demonstrations, je renvoie aux ouvrages d'introduction a 
la geometrie diophantienne, notamment [361 E2J [33], HP] , 

Le point de vue de la theorie d'Arakelov (voir [18] ) fournit un moyen efficace pour 
ne pas travailler a une fonction bornee pres. Dans le cas des varietes semi-abeliennes, il 
existe un moyen simple pour normaliser les hauteurs que je dois rappeler brievement ; 
les hauteurs normalisees interviennent en effet de maniere cruciale dans l'etude des 
conjectures auxquelles ce rapport est consacre. 

3.2. Hauteurs normalisees sur les varietes semi-abeliennes 

Soit G une variete semi-abelienne. Comme je l'ai rappele plus haut, G est extension 
d'une variete abelienne A par un tore T : 
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et (sur Q, ou quitte a effectuer une extension finie) T est isomorphe a une puissance G l m 
du groupe multiplicatif. Comme G n'est que quasi-projectif (a moins que T = {1}), les 
hauteurs dependent d'une compactification projective de G. Lorsque G = T = G^, 
on peut considerer G comme un ouvert de l'espace projectif P* ; toute autre compac- 
tification equivariante P (disons projective, lisse) convient, par exemple (P 1 ) 4 . Soit G 
le produit contracte G = G x T P ; c'est une compactification equivariante de G munie 
d'une fibration vers A, toujours notee p, dont les fibres sont isomorphes a P. Pour n ^ 2, 
les endomorphismes de multiplication par n sur G s'etendent en des endomorphismes 
de G. En outre, le groupe de Picard de G se decompose (non canoniquement) en une 
somme directe 

Pic(G) ~ Pic(A) ©Pic(P), 

ou Pic(A) est identifie a son image dans Pic(G) par l'homomorphisme injectif p*. Apres 
tensorisation par Q, le groupe de Picard de A se decompose sous Paction de l'endo- 
morphisme [—1] en une partie paire et une partie impaire, provenant respectivement 
du groupe de Neron-Severi de A et du groupe des classes d'isomorphisme de fibres en 
droites algebriquement equivalent a 0, d'ou finalement une decomposition 

Pic(G) Q ~ NS(A) Q © Pic°(A) Q © Pic(P) Q . 

Sous Taction des endomorphismes de multiplication par un entier n ^ 2, le premier 
facteur est de poids n 2 , tandis que les deux autres sont de poids n. Supposons que la 
classe de Jzf appartient a l'un de ces trois facteurs et posons respectivement w — 2, 
w — 1, w — 1. On deduit alors du point 4 de la proposition 13.11 que la fonction x t— > 
h^>([n}x) — n w hc?(x) est bornee sur G(Q). Par le procede de TATE qui consiste a poser 

hcf(x) = lim n~ wk hy([n] k x), 

on obtient une fonction hy sur G(Q) telle que h^{[n\x) = n w h%>(x) pour tout x G 
G(Q). Elle ne depend pas du choix de n. En outre, la difference — est bornee 
sur G(Q) : la fonction he? est appelee hauteur normalisee pour le fibre en droites J?f. 
Lorsque G = A est une variete abelienne et =Sf est symetrique, on retrouve bien sur la 
forme quadratique de NERON-TATE; lorsque G est le tore G™, ouvert de P = P n , et 
J?f = ^(1), heg est la hauteur standard. 

Par additivite, on en deduit un morphisme d'espaces vectoriels 

Pic(G) R ^(G(Q), R), ^ h- hx. 

La proposition 13.11 s'etend facilement, seule la propriete 4 de fonctorialite requiert 
un ajustement : Sous l'hypothese que /: G' — > G soit un morphisme de varietes semi- 
abeliennes qui s'etend en un morphisme /: G — > G des compactifications fixees, on a 
h&(f(x)) = hj*^{x) pour tout x G G (Q). 

Les points de torsion sont de hauteur normalisee nulle; inversement, si est ample, 
on deduit du theoreme de Northcott que les points x de G(Q) tels que hj?(x) = sont 
des points de torsion. 
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3.3. Le probleme de Lehmer 

En 1933, D. H. LEHMER demandait s'il existe, pour e > 0, un polynome P, unitaire 
a coefficients entiers, dont la mesure de Mahler M(P) verifie 1 < M(P) < 1 + e ; il 
ajoutait ne pas savoir si ce probleme a une solution pour e < 0,176. En termes de 



hauteurs^, la question est l'existence d'un nombre reel c > tel que pour tout nombre 
algebrique ( 6 Q* qui n'est pas une racine de l'unite, on ait h(C,) ^ c/[Q(£) : Q]. 
Une telle minoration serait optimale puisque h(2 1 / n ) = ilog2 et deg(2 1 / n ) = n. En 
particulier, c'est le fait que la hauteur standard d'un nombre algebrique verifie une 
equation fonctionnelle qui permet de formuler cette question de facon pertinente. 

Bien qu'elle soit encore ouverte, un theoreme de DOBROWOLSKI resout cette question 
a e pres (et meme un peu plus...) : 

THEOREME 3.2 (DOBROWOLSKI [23]). - - Pour tout e > 0, il existe un nombre reel 
c(e) > tel que pour tout nombre algebrique £ qui n'est ni nul ni une racine de l'unite, 
on ait 

h(C\ > c ( g ) 

[Q(0:Q] 1+£ ' 

La demonstration est astucieuse mais elementaire, l'idee principale consistant a ex- 
ploiter les congruences issues du petit theoreme de Fermat pour de nombreux nombres 
premiers p. 

La question se pose, plus generalement, de fournir une minoration fine de la hauteur 
normalisee h d'un point d'une variete semi-abelienne, lorsque ce point n'est pas de tor- 
sion. Dans le cas torique ou abelien, S. David a propose la conjecture suivante. Comme 
D. BERTRAND me l'a fait remarquer, le cas des varietes semi-abeliennes generales pose 
des problemes specifiques. 

CONJECTURE 3.3 (Probleme de Lehmer). - - Soit G un tore ou une variete abelienne 
sur Q ; soit g sa dimension. Soit h une hauteur normalisee associee a un fibre en 
droites ample d'une compactification. II existe un nombre reel c > tel que pour tout 
point x G G(Q) qui n'est contenu dans aucun sous-groupe algebrique strict de G, on ait 
la minoration : 

h(x) >c[Q(x) : Q}- 1/9 . 

Lorsque G est definie sur un corps de nombres K, une conjecture plus precise remplace 
le degre [Q(x) : Q] 1 ^ 9 par l'indice d'obstruction cuk(x), defini comme le minimum des 
quantites deg(V) 1 / codim ( v \ ou V est une sous-variete de G definie sur K contenant x. 
Elle affirme l'existence d'un nombre reel c > tel que si x n'est pas de torsion et si 



3. La mesure de Mahler d'un polynome P est definie par M(P) = exp (^/q 1 log |P(e 2l7rff )| d9j. Si 
P est le polynome minimal d'un nombre algebrique £, on a M(P) = exp(deg(P)/i(£)) ; les polynomes 
irreductibles de Z[T] de mesure de Mahler nulle sont, outre le polynome T, les polynomes cyclotomiques. 
Dans son article, Lehmer donne l'exemple du polynome minimal d'un nombre de Salem de degre 10 
pour lequel M(P) w 1,1762. 
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h(x) est inferieur a cuk{x) 1 , alors il existe un sous-groupe algebrique H de G tel que 
degiR ) 1 / codim W ^ ccu K (x). 

De fait, M. LAURENT avait demontre un tel resultat a e pres pour les courbes ellip- 
tiques a multiplications complexes dans |37| . Dans l'approche de Dobrowolski, pour 
transformer le petit theoreme de Fermat en une congruence, il faut en effet disposer, 
pour beaucoup d'ideaux maximaux de l'anneau des entiers du corps de base, d'un en- 
domorphisme de la courbe elliptique qui releve l'endomorphisme de Frobenius de sa 
reduction. C'est precisement ce que permet la theorie de la multiplication complexe. 

Dans des articles extremement delicats, F. AMOROSO et DAVID ont etendu cette ap- 
proche au cas des tores, tandis que DAVID et M. HlNDRY ont traite le cas des varietes 
abeliennes a multiplications complexes (voir [2], [20J). Ainsi, quitte a remplacer l'expo- 
sant — 1/g par — 1/g — e, la conjecture 13.31 est done vraie dans le cas des tores ou des 
varietes abeliennes a multiplications complexes. Les preuves reposent sur les methodes 
d'approximation diophantienne, mais leur technicite m'empeche d'en dire quoi que ce 
soit dans ce rapport. 

Des le theoreme initial de BOMBIERI, MASSER et ZANNIER, ces minorations de hau- 
teurs ont joue un role crucial dans la demonstration des theoremes de finitude auxquels 
ce rapport est consacre. Toutefois, des raffinements recents permettent de simplifier leur 
utilisation, voire d'en ameliorer l'efficacite. Presentons-les brievement. 

En 2000, AMOROSO et R. DVORNICICH ont demontre que la hauteur d'un element £ 
de l'extension cyclotomique maximale de Q est minoree par log(5)/12, a moins que £ 
ne soit nul ou une racine de l'unite. Ce theoreme a suscite toute une serie d'articles 
visant a remplacer, dans les conjectures de type Lehmer, le degre sur Q, ou l'indice 
d'obstruction sur le corps de base K, par les quantites equivalentes sur le corps K tor s 
engendre sur K par les coordonnees des points de torsion de G. 

CONJECTURE 3.4 (Probleme de Lehmer relatif). - - Soit G un tore ou une variete 
abelienne sur un corps de nombres K, soit g sa dimension. Soit K tor s l'extension de K 
engendree par les coordonnees des points de torsion de G. // existe un nombre reel c > 
tel que pour tout point x G G(Q) qui n'est contenu dans aucun sous-groupe algebrique 
strict de G, on ait la minoration : 

h{x)>c[K tora {x):K toxs ]- l '9. 

Apres divers travaux, les meilleurs resultats dans cette direction sont dus a E. Del- 
SINNE pour les tores et a M. Carrizosa pour les varietes abeliennes. 

Theoreme 3.5 (Delsinne [24J, Carrizosa P2J). - - Soit G une variete semi- 
abelienne definie sur un corps de nombres K, soit g la dimension de G et soit K tors 
l'extension de K engendree par les points de torsion de G. Supposons que G soit un 
tore ou une variete abelienne a multiplications complexes. Alors, pour tout e > 0, il 
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existe un nombre reel c > tel que pour tout point x G G(Q) qui n'appartient a aucun 
sous-groupe algebrique strict de G, 

h(x) ^c[K tors (x) : K^]- 1 /^. 

3.4. La conjecture de Bogomolov 

La conjecture enoncee par F. BOGOMOLOV dans [8] suggere un autre enonce de 
minoration de la hauteur d'un point d'une variete abelienne dans lequel la contrainte 
n'est pas le corps de definition de ce point, mais son appartenance a une sous-variete 
fixee. 

Soit G une variete semi-abelienne definie sur Q ; considerons un fibre en droites ample 
d'une compactification G et les fonctions degre et hauteur canonique, naturellement 
notees deg et h, qui lui sont associees. 

Soit X une sous-variete (fermee, irreductible) de G. En considerant un morphisme 
fini de l'adherence de X dans G vers un espace projectif associe a ce fibre en droites, on 
demontre aisement qu'il existe un nombre reel 9 tel que l'ensemble des points de X(Q) 
de hauteur ^ 9 est dense dans X pour la topologie de Zariski. Le minimum essentiel 
de X est la borne inferieure de ces nombres reels; on le note /t(X). Si X est une sous- 
variete semi-abelienne de G, l'ensemble de ses points de torsion est dense dans X et 
/t(X) = ; c'est essentiellement la seule possibilite pour que /t(X) soit nul. 

Theoreme 3.6. - - Si X n'est pas le translate d'une sous-variete semi-abelienne de G 
par un point de torsion, on a /t(X) > 0. 

Le cas des tores est du a S.-W. Zhang [80] (une preuve ulterieure, plus elementaire, 
se trouve dans [XT] 179]). Dans le cas des varietes abeliennes, la demonstration de ce 
theoreme par E. ULLMO (lorsque X est une courbe dans sa jacobienne) et S.-W. ZHANG 
(en general) repose sur des techniques d'equidistribution en geometrie d'Arakelov ; elle 
a ete exposee dans ce seminaire (voir [lj). Par une methode plus proche de la geometrie 
diophantienne « traditionnelle », S. DAVID et P. PHILIPPON ont redemontre ces resultats 
et traite le cas general des varietes semi-abeliennes (voir [211 E21 23J). 

Ces dernieres demonstrations ont en outre l'interet de fournir une minoration effective 
de /i(X). Dans le cas ou X n'est pas le translate d'une sous-variete semi-abelienne de G, 
ces auteurs etablissent en effet une minoration de /i(X) inversement proportionnelle a 
une puissance du degre de X. (La minoration etablie dans jTT] pour les tores, de moins 
bonne qualite, montrait comment deduire une minoration geometrique du theoreme 
ci-dessus.) Dans cette optique, un enonce essentiellement optimal a ete prouve par 
AMOROSO et DAVID dans [3J dans le cas des tores (voir aussi [5j) ; les enonces de ces 
references sont explicites, je simplifie ici les termes logarithmiques : 

Theoreme 3.7. - - Soit G un tore, G une compactification equivariante de G, un 
fibre en droites ample sur G, deg et h les fonctions degre et hauteur normalisee associees. 
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Pour tout e > 0, il existe un nombre reel c (ne dependant que de G, G, Jzf et e) tel que 
Von ait, pour toute sous-variete fermee XCG, I'inegalite 

/t(X) ^ cdeg(X)- 1/codim(x) - £ , 

pourvu que X ne soit contenue dans aucun translate de sous-groupe algebrique strict 
de G. 

A e pres, cet enonce est optimal : en remplagant X par son inverse par la multiplication 
par des entiers n ^ 2, on voit que le meilleur exposant possible du degre est l'oppose de 
l'inverse de la codimension de X dans le plus petit sous-groupe algebrique de G qui le 
contient. Noter aussi que lorsque X est un translate d'un sous-groupe algebrique H de G 
par un point qui n'est pas de torsion modulo H, on a bien /i(X) > 0, mais Fobtention 
d'une meilleure borne releve du probleme de Lehmer dans G/H. 

II est naturel de poser une conjecture similaire dans le cas des varietes abeliennes 
(voire des varietes semi-abeliennes) : 

CONJECTURE 3.8 (Probleme de Bogomolov effectif). - - Soit G un tore ou une variete 
abelienne. Soit h une hauteur normalisee associee a un fibre en droites ample d'une 
compactification. II existe un nombre reel c > tel que pour toute sous-variete (fermee, 
irreductible) X de G, distincte de G, qui n'est pas contenue dans un translate de sous- 
groupe algebrique strict de G, on ait la minoration 

/2(X) ^ c(deg(X))- 1 / codim W. 

A. Galateau a fait de grands progres dans cette direction ; l'interet pour les ques- 
tions presentees dans ce rapport est qu'il depasse le strict cadre des varietes abeliennes 
a multiplications complexes. 

Le theoreme de Galateau est alors le suivant : 

THEOREME 3.9 ([27]). - - Soit G une variete abelienne definie sur Q ; Jzf un fibre en 
droites ample sur G, deg et h les fonctions degre et hauteur normalisee associees. On 
suppose verifiee I'hypothese suivante : 

II existe un corps de nombres K sur lequel G est definie et tel que V ensemble 
des ideaux premiers p de I'anneau des entiers de K en lequel G a bonne 
reduction ordinaire soit de densite strictement positive. 

Pour tout e > 0, il existe un nombre reel c > (ne dependant que de G, , e) tel que 

fi(X) > c(deg(X))- 1/codim(x) - £ 

pour toute sous-variete fermee irreductible X de G, distincte de G qui n'est pas contenue 
dans un translate de sous-variete abelienne stride. 

Rappelons qu'on dit que G a bonne reduction en Fideal premier p de K s'il existe 
un schema abelien sur I'anneau Ox,p qui etend G ; sa reduction est alors la variete 
abelienne G p = 5f®F p sur le corps residuel F p = Ok, p /P- EHe a de plus bonne reduction 
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ordinaire si, dans une cloture algebrique de F p , le groupe des points de p-torsion de G p 
est de cardinal j9 dim (°), ou l'on a note p la caracteristique du corps fini F p . 
Enfin, la densite consideree est la densite naturelle. 

Pour evaluer le statut de l'hypothese faite dans le theoreme precedent, posons une 
definition. 

DEFINITION 3.10. - - Soit G une variete abelienne definie sur Q. On dit que G est 
banale s'il existe un corps de nombres K sur lequel G est definie et tel que I'ensemble 
des ideaux premiers de K en lesquels G ait bonne reduction ordinaire soit de densite 
egale a 1. 

Un produit de varietes abeliennes banales, un quotient d'une variete abelienne banale 
sont banals. En outre, pour une variete abelienne sur un corps de caracteristique p > 0, 
etre ordinaire est une propriete generique dans l'espace des modules des varietes abe- 
liennes. II est ainsi conjecture que toute variete abelienne G definie sur Q est banale 
(c/. PlNK |48| . §7). Dans cette direction, on a les resultats suivants : 

PROPOSITION 3.11. - - Soit G une variete abelienne definie sur Q. Si dim(G) ^ 2 ou 
si G est une variete abelienne a multiplications complexes, alors G est banale. 

Le cas des courbes elliptiques est du a J- P. SERRE [71], celui des surfaces abeliennes 
a A. Ogus [45], et le cas des varietes abeliennes a multiplications complexes resulte de 
cette theorie. Lorsque G est definie sur un corps de nombres K, R. NOOT et PlNK ont 
aussi donne des conditions suffisantes sur Paction du groupe de Galois Gal(Q/K) sur 
les modules de Tate de G assurant la conclusion de la proposition. 

4. THEOREMES DE FINITUDE 

4.1. Majoration de la hauteur hors de I'ensemble exceptionnel 

Soit G une variete semi-abelienne et soit X une sous-variete (fermee, irreductible) 
de G. Pour prouver la finitude de I'ensemble E = X ta (Q) n G' 1+dim ( x ^, l'approche 
inauguree par BOMBIERI, MASSER et ZANNIER dans leur article [T2] fonctionne en 
deux etapes. 

La premiere etape, peut-etre la plus delicate, consiste a prouver que I'ensemble S est 
de hauteur bornee. La seconde utilise des minorations de hauteurs dans l'esprit de la 
conjecture de Lehmer pour en deduire que le degre du corps de definition des points 
de £ est uniformement borne. Le theoreme de NORTHCOTT entraine alors que E est 
fini. 

C'est a cette premiere etape qu'est consacre ce paragraphe. Le cas des courbes possede 
une solution assez simple mais l'etude de la dimension superieure s'avere plus delicate. 
Apres de nombreux resultats partiels dans cette direction, HABEGGER a finalement 
demontre le resultat suivant. (Dans le cas des tores, il s'agit de la Bounded Height 
Conjecture de |14J.) 
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THEOREME 4.1 (HABEGGER, [50} I3T]). - - Soit G un tore ou une variete abelienne et 
soit X une sous-variete (fermee, irreductible) de G. L'ensemble X oa (Q) fl (3- [dim(x)] es ^ 
de hauteur bornee. 

Commengons par deux remarques sur le caractere essentiellement optimal de cet 
enonce (voir [28, 76J). 

Remarque — L'ensemble X oa (Q) fl Gl dim ( x ^ peut etre dense dans X. 

On l'a par exemple vu dans le cas d'une courbe de G™ , un peu apres l'enonce du 
theoreme 11.11 

Remarque 4-3. - - SiY est une composante irreductible de X \ X oa ; il n'existe pas for- 
cement d'ouvert dense U de Y tel que la hauteur soit bornee sur U(Q) fl G^ 1 ™^-". 

Contentons-nous de traiter le cas d'une courbe X dans G = GJ^ telle que X = X oa . 
Dans ce cas, nous devons demontrer qu'exiger une relation de dependance multiplicative 
non triviale entre les coordonnees d'un point de X ne sumt pas a majorer sa hauteur. Par 
un changement de coordonnees sur G^, on se ramene en effet au cas ou les restrictions 
a X des m premieres coordonnees sont multiplicativement independantes et celles des 
n — m > dernieres sont constantes de valeurs £ m+ i, . . . ,£ n . Si £ n est une racine de 
l'unite, X est contenu dans un sous-groupe algebrique d'equation x e n = 1, tout point 
de X satisfait une relation de dependance multiplicative non triviale et la hauteur n'est 
bornee sur aucun ouvert non vide de X. Sinon, pour presque tout entier naturel a, 
l'intersection de X avec le sous-tore d'equation X\ = n'est pas vide et contient un 
point P a dont la hauteur verifie ^i(P a ) ^ /i(xi(P a )) = h(x n (P a ) a ) = a/i(^ n ), done tend 
vers l'infini avec a. 

Expliquons maintenant la preuve du theoreme 14.11 dans le cas des tores, suivant [31] ; 
je renvoie a [30J pour celle, voisine, du cas abelien. 

Si m et n sont des entiers naturels, rappelons qu'un morphisme if de G™ dans G™ 
est donne par m monomes en n variables ; on identifie alors ip a la matrice M^, de 
taille m x n formee par les exposants de ces monomes. On notera aussi \\(p\\ la norme 
euclidienne de cette matrice. 

Posons m = dim(X). Si ip est un morphisme de GJ^ dans GJJJ, notons Ax(y) le degre 
generique du morphisme tp\x' X — > G™. II est homogene de degre m en la matrice de ip : 
pour tout entier a G Z, Ax(y a ) = |a| m Ax(y). II se calcule aussi a l'aide de la theorie 
de l'intersection. Soit en effet X^ l'adherence du graphe de ip dans P n x P m et notons 
Pi, P2 les deux projections de sur P n et P m . Alors, 



LEMME 4.4. - - Pour tout ip: G^ — > G™, il existe un nombre reel c(<p) et un ouvert 



(1) 



A x (</?)=deg( Cl (p^(l)rnpg). 




h(x) — c(<p) 
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oil la constante implicite dans le symbole ^> est independante de if. 



(4) 



Demonstration. — Soit t £ Q et soit 5£ t le Q-fibre en droitesr 5 ^! p* 2 ff{l) — tp*i 
sur X<p. II suffit, pour demontrer ce lemme, d'etablir que 5£ t est Q-effectif pour une 
valeur de t de l'ordre de Ax{f)/ IM| m ~ ■ D'apres un theoreme de SlU |73| . c'est le cas 
des que l'inegalite 

deg( Cl (p^(l)) m n [XJ) > mt deg(c 1 (p^(l))c 1 (p^(l)) m - 1 n [XJ) 

est satisfaite. Grace a une inegalite de type Bezout due a P. PHILIPPON, le degre 
d'intersection du membre de droite est majore par un multiple de |M| m_1 , ce qui permet 
de conclure. □ 



(6) 



LEMME 4.5. - - Soit Q un voisinage de V ensemble des matrices orthogonales 
dans M mjTl (R). II existe un nombre reel Qo tel que pour tout nombre reel Q > Qo, 
I 'assertion suivante soit satisfaite : Si x £ G™ (Q) appartient a un sous-groupe de codi- 
mension ^ m, il existe un entier q £ {1, . . . , Q} et un homomorphisme (p: G™ — > G™ 
tel que ip £ qVL, \\ip\\ <C q 

(3) h(<p(x)) < qQ- 1/mn h(x). 

Demonstration. — Par hypothese, il existe un morphisme surjectif ip Q : G™ — > G™ tel 
que <fo(x) = 1. Par le precede d'orthogonalisation de Gram-Schmidt, on ecrit ip = 6\(p\, 
ou 6*i £ GL m (R) et ou <y? 2 £ M m n (R) est orthogonale. Soit 9 2 une matrice a coefficients 
rationnels assez proche de 9i, de sorte que appartienne a Vt. D'apres le lemme de 

Dirichlet, on peut alors approcher cette derniere matrice par une matrice a coefficients 
rationnels de la forme q~ l ip appartenant a Vt telle que ||g~V ~~ $2~Vo|| *C Q _1 / mn , ou 
l^g^Qet<y9£ M m) „(Z). Ces inegalites entrainent que 

\h((p(x)) - h(9^ Vo (x) q )\ < qQ- 1/mn h(x), 

d'ou le lemme puisque (p (x) = 1. □ 

Soit ip: G™ — > G™ un morphisme surjectif de groupes algebriques. Si X oa ^ 0, 
observons que l'application ip\x est generiquement quasi-fmie. En effet, dans le cas 
contraire, il passerait par tout point de X une composante Y de dimension > de X fl 
ker(y?) ; puisque dimker(<^) = dim(X), Y est alors une composante atypique de X, ce 
qui entraine X oa = 0, d'ou une contradiction. On a done Ax {p) > 0. 

La proposition suivante est une minoration uniforme. Si r est un entier naturel tel 
que r < m, on appelle projection standard de G™ sur G^ un morphisme de groupes 
algebriques defini par l'oubli de m-r coordonnees. Je renvoie a [31j, §6-7, pour sa 
demonstration. 



4. Si u et v sont deux fonctions, j 'utilise la notation u 3> v pour dire qu'il existe un nombre reel c > 
tel que u ^ cv ; si w est un parametre, u ^> w v signifie que pour tout w, il existe un nombre reel c w > 
tel que u ^ c w v. 

5. Je note additivement la loi de groupes sur le groupe de Picard deduite du produit tensoriel. 

6. J'entends par la que leurs lignes torment une famille orthonormee. 
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PROPOSITION 4.6. - - Soit Y une sous-variete fermee, irreductible de X telle que Y fl 
X oa 7^ 0, soit r = dim(Y). // existe un nombre reel c > et un voisinage Q de V en- 
semble des matrices orthogonales dans M m>n (R) tels que pour tout ip £ Q, il existe une 
projection standard tt: G™ — > telle que Ay(vt^) ^ c. 

On peut alors conclure la demonstration du theoreme 14.11 Soit Q un entier naturel 
assez grand. Appliquons la proposition 14.61 a Y = X; soit c > tel que Ax(y?) c pour 
tout <p dans un voisinage Q de l'ensemble des matrices orthogonales de taille mxn. Soit 
x un point de X(Q) fl G' m l Soit q un entier et soit ip un morphisme de G 7 ^ dans G™ 
comme dans le lemme 14.51: on a 



h((p(x)) <^qQ- 1/mn h(x). 

L'entier Q etant fixe, l'ensemble des couples (q, ip) que peut fournir le lemme 14.51 est 
fini ; le lemme 14.41 implique done l'existence d'un ouvert dense U de X et d'un nombre 
reel c(Q) tel que, si x £ U, 

%>(*))» |^S^)-c(Q)- 

Comme ip £ qfl, 

A x (p) g m A x (<rV) 



I 11771—1 II |im-l 

Ml \m\ 



^ qc 



Mises bout a bout, ces inegalites entrainent l'existence d'un nombre reel a > et, 
pour tout entier Q assez grand, d'un nombre reel cq et d'un ouvert dense Uq de X tel 
que tout point x G Uq(Q) fl G' m l verifie 

ch{x) — cq ^ aQ- 1/mn h(x), 

d'ou h(x) ^ cq/ (c — aQ _1 / mn ) si Q est assez grand. 

Cela fournit la majoration de hauteurs souhaitee sur un ouvert dense U de X oa . 
En considerant les composantes irreductibles de X \ U, un argument de recurrence 
descendante l'entraine alors sur X oa tout entier. 

En fait, HABEGGER demontre un theoreme plus general ou interviennent des epais- 
sissements de l'ensemble G' dim ^ x ^ au sens de la theorie des hauteurs. Supposons done 
fixe une hauteur canonique h sur G, associee a un fibre ample d'une compactification 



equivariante. Pour toute partie £ de G(Q), notons 1'ensembleP^I des points 

de G(Q) qui s'ecrivent sous la forme xy, ou x G £ et h(y) ^ emax(l, h(x)). 
Avec ces notations, on a alors le theoreme : 



THEOREME 4.7. - - Soit G un tore ou une variete abelienne et soit X une sous-variete 
(fermee, irreductible) de G. // existe un nombre reel e > tel que l'ensemble X oa (Q) fl 
<^Q[dim(x)]^ £ ^ SQ ^ ^ e faoMtewj. bornee. 



7. La lettre 'rf est l'initiale de cone. 
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La preuve de ce theoreme s'etablit de la meme fagon que celle du theoreme I4.1[ 
avec quelques modifications consistant essentiellement a majorer, lorsque x G £ et 



4.2. Finitude 

Nous commengons par traiter le cas des tores. 

PROPOSITION 4.8 (|15|. Lemme 8.1). - - SoitX une sous-variete fermee, irreductible, 
stride d'un tore G = G™ . Alors, pour tout nombre reel B, I 'ensemble des points x G 
X ta (Q) n G[ 1+dim ( x )l tels que h(x) < B est fini. 

Remarque 4-9. — Pour obtenir un tel enonce de finitude, il est necessaire de considerer 
l'ensemble X ta . Considerons en effet une composante irreductible Y d'une intersec- 
tion X fl H, ou H est un sous-groupe algebrique strict de G ; supposons qu'elle soit 
atypique et de dimension positive. En considerant l'image reciproque des points de 
torsion par une projection de H sur un tore Gm m ' Y ' dont la restriction a Y est generi- 
quement finie, on voit que Y(Q) fl H' dim ^ Y ^ contient un ensemble de hauteur bornee qui 
est dense dans Y. Par suite, si B est assez grand, l'adherence de l'ensemble des points 
de X(Q) n G[ 1+dim ( x )l dont la hauteur est sC B contient Y. 

Demonstration. — Pour simplifier les notations, on note m = dim(X). Notons aussi K 
un corps de definition de X. On definit la norme ||-|| d'un vecteur comme le maximum 
de ses coordonnees. 

Soit x = (£i > ■ ■ • j 6n) G X ta (Q) fl G' 1+m '. Soit r la dimension du plus petit sous- 
groupe algebrique T x qui contient x : c'est le rang du sous-groupe multiplicatif T x de Q 
engendre par . . . ,£ n ). Par hypothese, codim(T a; ) ^ m+1, c'est-a-dire r + m + 1 ^ n. 

Un theoreme de Schlickewei [70] fournit des elements rji,...,T] r G Q,(x) verifiant 
les conditions suivantes : 

- II existe des entiers relatifs Oy (pour 1 ^ i ^ n et 1 ^ j ^ r) et des racines de 
l'unite Ci; • • • j Cn dans Q(x) tels que ^ = C,i 1 l\ il ■ ■ ■ Vr ir P our tout i tel que 1 ^ i ^ n ; 

- Pour toute famille (ei, . . . , e r ) G Z r , h{rff- . . . 7^ r ) ^ c(r) Y^j=i \ e j\ h(Vj)- 

La preuve de cet enonce consiste a introduire l'espace vectoriel r^, (g) R (isomorphe 
a R r ) muni de la jauge u donnee par la hauteur (on etend h a T x <g> Q par linearite, puis 
a T x (g) R par continuity) . On remplace alors cette jauge par une autre, quadratique, 
correspondant a rellipsoide de John de la boule {w(£) ^ 1}. La famille (rji, . . . ,rj r ) 
provient d'une base LLL reduite du reseau modulo torsion. 
On retient en particulier les inegalites 



h{t,i) 3> 2_j \ a ij\ pour 1 ^ i ^ n. 



i=i 

Puisqu'on ne considere que des points x de hauteur au plus B et que h est positive ou 
nulle, il vient en particulier 



h(y) ^ e:(max(l, h(x))), la hauteur de x en fonction de celle de xy. 



r 




(4) 



a j\\ HVj) ^ 1 



pour 1 ^ j ^ r, 
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ou Ton a pose dj = (aij, . . . , a n j). 

Soit L le ppcm des ordres des Q et soit ( G Q,{x) une racine de l'unite d'ordre L; 
pour tout i, soit ^ un entier tel que ^ < L et Q — ( e \ Considerons alors les r + 1 
formes lineaires independantes sur Z n+1 : 

n n 

y? (x) = -Lx + ^ ^> et V?j( x ) = ^2 ai 'i Xi ( pour 1 ^ J ^ r )' 

i=l i=l 

Un argument de geometrie des nombres (par exemple, le lemme de Siegel de BOMBIERI— 
VAALER) garantit l'existence d'elements bx,...,b n - r G Z n+1 , lineairement indepen- 
dants, satisfaisant les relations <Pj(bk) = pour tout j et tout k, et de tailles controlees : 

n—r r 

Yl\\h\\ <LjJ||a i ||. 

k=l j=l 

Pour simplifier les notations, posons A = YYj=i ll a jll- O n supposera aussi, ce qui est 
loisible, que ||&i|| ^ • • • ^ ||fe n _ r ||. 

Pour 1 ^ k ^ n — r, notons (b^o, ■ ■ ■ ,bk n ) les coordonnees de b^. Les caracteres 
x i — y niLi x i H sur ^mi pour 1 ^ k ^ m, sont independants et definissent un sous- 
groupe algebrique T& de codimension m dans G™ . D'apres le theoreme de Bezout, son 
degre (calcule dans l'espace projectif P ra ) est majore par 

m 

deg(T 6 ) < Y[ \\b k \\ < (LA) m /( n " r ) < (LA) m /( m+1 \ 
fc=i 

Par construction, on a niLiC^ = 1 P our tout A; G {l,...,n — r} ; autrement dit, 
x G T 6 . 

Considerons maintenant la composante Y x passant par x de l'intersection X fl 
Comme x G X ta , cette composante est de dimension typique ou de dimension nulle. 
Puisque dim(X) + dim(Tfc) — dim(G) = 0, on a necessairement Y x = {x}. Une nouvelle 
application du theoreme de Bezout dans l'espace projectif P n entraine que le nombre de 
composantes ponctuelles de X D T& est au plus egal a deg(X) deg(Tb) <C {LA) m ^ m+1 \ 
Comme tous les conjugues de x sur le corps de definition K de X appartiennent a XflT b , 
on en deduit l'inegalite 

(5) [Q(x) : Q] < (LA) m /( m+1 ). 

C'est a ce stade qu'entrent en jeu les minorations effectives concernant le probleme 
de Lehmer dans les tores : elles permettent de deduire de cette majoration du degre 
de x, done du point rj, une minoration de la hauteur des rjj. Les elements (771, . . . ,r] r ) 
de Q,(x)* sont multiplicativement independants et £ est une racine de l'unite contenue 
dans Q(x). Le theoreme I3.5I entraine done, pour tout e > 0, une inegalite 

h{m)...h{rh)>e Mv) : Q(0]^ e - 

Puisque ( est d'ordre L, [Q(C) : Q] = f(J->) L 1_e . On en deduit alors la minoration 

(6) A him) ■ ■ ■ h(r) r ) > e (LA)^"™^^. 
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Si nous comparons cette inegalite a l'inegalite fll]), on obtient 

LA < e 1, 

ce qui signifie que le produit LA est borne independamment de x. L'inegalite §5§ entraine 
alors que lorsque x parcourt l'ensemble qui nous interesse, [Q(a:) : Q] est borne. La 
proposition decoule alors du theoreme de Northcott. □ 

Signalons que dans cette approche, la pleine force du theoreme 13.51 de DELSINNE 
n'est pas vraiment necessaire mais simplifie grandement les demonstrations en court- 
circuitant, par exemple, les arguments galoisiens qui avaient permis a BOMBIERI, MAS- 
SER et Zannier de prouver la proposition 14.81 (voir |12] , §4, ainsi que j 13 j . Lemme 1 
p. 2249) lorsque X est une courbe. Dans [15], ils utilisent la borne un peu plus faible 
de @]. 

Compte tenu du theoreme 14.11 d'HABEGGER, on a done le theoreme suivant : 

COROLLAIRE 4.10 ([22], Corollaire 1.4). - - SoitX une sous-variete (fermee, irreduc- 
tible) du tore G = G™ . L'ensemble X oa (Q) n G[ 1+dim W] est fini. 

Cela demontre en particulier le theoreme 11.41 dans le cas des tores : si X n'est pas 
geometriquement degeneree, X \ X oa est une partie fermee stricte de X et X(Q) D 

G [l+dim(X)] 

n'est pas dense dans X pour la topologie de Zariski. 

L 'analogue abelien de la proposition 14.81 a ete demontre par REMOND dans |63] (theo- 
reme 2.1) en supposant la conjecture 13.41 verifiee. Compte tenu du theoreme 13.51 de 
CARRIZOSA, on a done : 

PROPOSITION 4.11. - - Soit G une variete abelienne a multiplications complexes (de- 
finie sur Q), soit X une sous-variete fermee, irreductible, de A definie sur Q. Alors, 
pour tout nombre reel B, l'ensemble des points x G X ta (Q) R G' dml ( x ^ tels que h(x) ^ B 
est fini. En particulier, l'ensemble X oa (Q) n G' 1+dim ^ est fini. 

La demonstration, bien que du meme esprit que celle de la proposition 14. S\ en dif- 
fere par plusieurs points. Des arguments de geometrie des nombres et le theoreme de 
CARRIZOSA permettent de prouver l'existence d'une famille finie de sous-varietes abe- 
liennes de codimension ^ dim(X) telles que tout point x comme dans la proposition 
appartienne, modulo un point de torsion, a l'une d'entre elles. REMOND conclut alors 
a l'aide du theoreme de RAYNAUD sur la conjecture de Manin-Mumford. 

Signalons aussi que REMOND demontre dans la meme proposition un theoreme de 
finitude analogue pour une intersection X oa 'MnGM valable pour toute variete abelienne, 
ou s ^ t sont des entiers convenables (mais on a toujours t > s lorsqu'on doit se 
contenter de resultats partiels en direction de la conjecture 13. 4ft . 

Signalons encore que CARRIZOSA a raffine le cas abelien du theoreme 13.51 (voir le 
theoreme 1.15 de |19] ) ; cela lui permet de simplifier la preuve de la proposition 14.111 

Enfin, et de maniere analogue au cas des tores, la version abelienne du theoreme 11.41 
est une consequence directe du theoreme 14.11 et de cette proposition. 
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4.3. Quand l'exception est la regie 

Les theoremes precedents ne donnent un theoreme de finitude que dans l'ouvert X oa . 
En particulier, ils sont vides quand X oa l'est, c'est-a-dire quand X est geometriquement 
degeneree. La demonstration du theoreme ll . 11 requiert done des arguments supplemen- 
t aires. 

Nous decrirons au paragraphe suivant l'approche de REMOND vers la conjecture ll.5l et 
la fagon dont elle permit a MAURIN de prouver ce theoreme. Expliquons pour l'instant 
comment BOMBIERI, HABEGGER, MASSER et ZANNIER utilisent le theoreme I4TT1 pour 
y parvenir. 

Nous considerons done une courbe (irreductible, fermee) X du tore G = G™ , definie 
sur un corps de nombres K, qui n'est pas contenue dans un sous-groupe algebrique 
strict de G^. II s'agit de demontrer que X(Q) nG' 2 ^ est fini. On raisonne par recurrence 
sur n ; le cas n < 2 est trivial et le cas n = 2 resulte de la finitude de l'ensemble des 
points de torsion situes sur X. 

Lorsque X n'est pas degeneree, c'est-a-dire n'est contenue dans aucun translate de 
sous-groupe algebrique strict de GJ^, le resultat est couvert par le theoreme II A\ prouve 
dans ce cas par \12\ . Supposons done que X soit contenue dans un translate d'un sous- 
groupe algebrique strict. Au prix d'un changement de coordonnees sur G™ , il existe un 
entier m G {1, . . . , n — 1}, une courbe non degeneree C C G™ et un point Po G G^ _m 
tels que X = C x {Po}- On peut meme supposer, et on le fait, que le stabilisateur de C 
dans G™ est reduit a {1}. 

Puisque X n'est contenue dans aucun sous-groupe algebrique strict de G^, il en est 
de meme du point Po dans G™ _m . En outre, comme on s'interesse a l'intersection de X 
avec des sous-groupes de codimension 2 de G™ , on peut supposer que m ^ 2, cette 
intersection etant vide sinon. Soit (p: X x X — > G^ le morphisme tel que <p(P, Q) = 
P • Q _1 ; soit ip : C x C — > G™ le morphisme analogue. Ainsi, on a y?((P, Po), (Q, Qo)) = 
(^(P, Q), 1, . . . , 1) pour tout couple (P, Q) G C x C. Soit S l'adherence de y?(C x C) pour 
la topologie de Zariski dans G™, e'est une surface contenue dans G™ x {(1, . . . , 1)} et 
elle n'est pas degeneree dans ce sous-groupe, car, sinon, C serait degeneree dans G™. 

Soit X l'adherence de X dans P n , soit W celle de S. En resolvant les indeterminees 
de l'application rationnelle (p de X x X dans W, on obtient une surface projective V 
contenant X x X comme ouvert dense, munie d'un morphisme birationnel et propre ix 
vers X x X et d'un morphisme generiquement fini vers W prolongeant (p ; notons-le en- 
core <p. Par suite, le fibre en droites (p*ff(l) sur W est big et nef (gros et numeriquement 
effectif) ; decomposons-le sous la forme Jzf(E), ou Jzf est un Q-diviseur ample et E est 
un Q-diviseur effectif. Cela entraine, sur l'ouvert dense U = V \ |E|, une inegalite de 
hauteurs 

h m (<p(P)) = V^(i)( p ) > h AP) + a 

pour tout point P G V(Q) n'appartenant pas a |E|. En tirant par it le fibre ample 
<^(1) Kl sur X x X on obtient un fibre en droites big et nef sur V et une inegalite 
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de hauteurs 

MP)>MPi) + MP 2 )-i, 

ou (Pi, P2) = 7r(P). Le ferme complementaire V \ U est une reunion finie de courbes et 
de points. Si la restriction de (p a une telle courbe Y C V \ U est un morphisme fini, on 
a encore une inegalite similaire. Sinon, (p(Y) est reduit a un point R de G™ ; si de plus 
Y rencontre X x X, on constate que R appartient au stabilisateur de X dans G™, done 
R= 1. 

On en deduit ainsi une inegalite 

(7) %>(P,Q))»/i(P) + /i(Q)-l, 

valable pour tout couple (P, Q) de X(Q) x X(Q) tel que P 7^ Q. 

Cette analyse entraine, pour un point (P, Q) de X x X, l'« alternative » suivante : 

1. P = Q; 

2. P ^ Q et <p(P,Q) £ S oa ; 

3. P 7^ Q et (p(P, Q) appartient a une courbe atypique maximale de S. 

Precisement, on va prouver la finitude de Fensemble X PI G^ 2 ' en considerant un point P 
de cet ensemble et en choisissant Q de la forme er(P), ouaG Gal(Q/K). 

II s'agit de conclure a la finitude dans chacun des trois cas, qu'on discute maintenant 
un par un. 

Quitte a remplacer K par une extension finie, on suppose que toutes les courbes 
atypiques maximales de S sont de la forme Y = S D R ■ H, ou H est un sous-tore minimal 
de G™ de codimension ^ 2 et R un point K-rationnel de G™(K). On suppose aussi que 
le point Po est K-rationnel. Rappelons enfin que Ton raisonne par recurrence et que Ton 
suppose le t heor erne 1 1 . 1 ' I vr ai pour une courbe d'un tore de dimension < n qui n'est pas 
contenue dans un sous-tore strict. 

Lemme 4.12. — L 'ensemble X(K) fl G [21 est fini. 

Demonstration. — En analysant les equations des n(n — l)/2 projections evidentes 
de X C G 7 ^ sur G^, on prouve qu'il existe une famille finie A C Z n et une famille 
finie de places E de K telles que, pour tout point P = (£1, . . . , £ n ) £ X(K) et toute 
valuation discrete v ^ E, le vecteur v(P) = (f (£1), • • • ,v(£, n )) soit proportionnel a l'un 
des elements de 5. 

Les points P £ X(K) tels que v(P) = pour tout v ^ S sont des points E-entiers 
de X. Leur finitude est garantie par le theoreme de Liardet |39| sur la conjecture de 
Mordell-Lang pour les courbes dans G^. 

Si P est un point de X(K), toute valuation v £" E telle que v(P) 7^ fournit une 
contrainte sur les sous-groupes possibles contenant P. Supposons en effet v(P) parallele 
a un element 5 de A. Quitte a changer les coordonnees sur GJ^, on peut supposer 
5 = (0, . . . , 0, 1), et tout sous-groupe de G™ contenant P est contenu dans G^ -1 x {1}. 
Si P £ G' 2 ', il en est alors de meme de la projection de P dans G^ _1 et l'hypothese de 
recurrence conclut a la finitude voulue. □ 
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LEMME 4.13. - - L'ensemble des points P G X(Q) fl G^ pour lesquels il existe a G 
Gal(Q/K) tel que ip(P,a(P)) G S oa est fim. 

Demonstration. — D'apres le theoreme 14.1^ il existe un nombre reel B tel que 
h(<p(P,a(P))) ^ B. Comme h(o~(P)) = h(P), l'inegalite de hauteurs (J7]) implique alors 
que h(P) est majore sur l'ensemble considere par le lemme. On conclut alors par la 
proposition 14.81 □ 

LEMME 4.14. — SoitY C S une courbe atypique maximale. L'ensemble des points P G 
X(Q) D pour lesquels il existe a G Gal(Q/K) tel que P ^ tr(P) et <p(P,a(P)) G Y 
est fini. 

Demonstration. — Par hypothese, il existe un sous-tore H de G™ et un point ration- 
nel R G G™(K) tel que Y soit une composante de S fl R • H. Appliquons a, a 2 , ... a la 
relation P • cr(P) -1 G R - H et faisons-en le produit. Si e est l'ordre de a dans Gal(Q/K), 
on obtient que R e G H. Dans des coordonnees de G™ ou H = G^ x {(1, . . . , 1)}, on 
voit que les coordonnees d'indices k + 1 a m de R sont des racines de l'unite contenues 
dans K ; il en resulte que R • H = Ri • H, ou Ri G GJJJ(K) est d'ordre e. 

Soit A (resp. B) le sous-groupe de Z n forme des vecteurs ( ) tels que le carac- 

tere x i— > x® 1 . . . s'annule sur P (resp. sur (fi(P, a(P))). Sauf si <f(P, c(P)) appartient 
a un ensemble fini de points exceptionnels de Y, le sous-groupe B annule H. Supposons 
pour l'instant que ce soit le cas. Alors, B contient A + {(0, . . . , 0)} x Z n ~ m . En passant 
au quotient par H, on obtient une courbe Xh de G^/H qui n'est contenue dans aucun 
sous-groupe algebrique strict ; de plus, les relations de dependance satisfaites par P en 
fournissent pour l'image Ph de P ; on en deduit la fmitude requise par recurrence. 

II reste a traiter le cas ou (/?(P,cr(P)) est un point exceptionnel de Y. Dans ce cas, 
quitte a etendre le corps K, on peut supposer que Q = (p(P,o~(P)) G G"(K). Si e est 
l'ordre de a dans Gal(Q/K), on a de nouveau Q e = 1 ; quitte a remplacer P et X par 
leur image par l'elevation a la puissance e, on se ramene au cas ou e = 1, ce qui contredit 
le fait que cr(P) ^ P. □ 

Cela conclut la preuve du theoreme ll.l'l 

4.4. Inegalite de Vojta et sous-groupes de rang fini 

Les conjectures 11.21 et 11.51 generalisent les questions de Manin-Mumford et Mor dell- 
Lang. On peut en fait les considerer comme des variantes uniformes de ces questions mo- 
dulo tous les quotients de la variete semi-abelienne G qui sont de dimension > dim(X). 
La strategic de REMOND consiste a appliquer une version uniforme des methodes de- 
veloppees par VOJTA, Faltings et McQuillan, ainsi que de la version jl] qu'en a 
donnee BOMBIERI, pour etablir la conjecture de Mor dell-Lang dans les varietes semi- 
abeliennes. II l'a developpee dans plusieurs articles ([58, 59, 60, 62J), l'application a la 
question du present rapport fait l'objet des articles [67], EU EB] (le premier, en colla- 
boration avec E. VlADA) et est resumee dans Particle de survol [65] et les lignes qui 
suivent n'en sont qu'une rapide synthese. Pour simplifier la discussion, nous supposons 



1032-26 



ici que G est une variete abelienne (MAURIN a traite le cas des tores dans |43| . le cas 
des varietes semi-abeliennes est encore ouvert). 

Soit done X une sous- variete (fermee, irreductible) d'une variete abelienne G ; posons 
m = dim(X). Si X est une courbe de genre ^ 2, l'inegalite de Vojta compare de fagon 
uniforme la hauteur (de Neron-Tate, i.e., normalisee et symetrique) d'un couple (x,y) 
de X x X a celle du point ax — y : elle affirme qu'il existe des nombres reels Ci, 02,03 
tels que 

h(ax — y) ^ Ci(a 2 h(x) + h(y)) 

pour tout couple (x,y) de points de X 2 (Q) et tout entier naturel a tels que a ^ C2, 
h(x) ^ C3, a 2 h(y) ^ C3. Si l'on choisit a 2 proche de h(y)/h(x), on obtient une minora- 
tion de l'angle forme par les droites Rx et Hy dans l'espace vectoriel reel G(Q) £g> R. 
Lorsque X et G sont defmies sur un corps de nombres K, et x, y appartiennent a X(K), 
le theoreme de Mordell-Weil entraine alors que l'ensemble des points de X(K) de hau- 
teur ^ C3 est fini ; il en est par suite de meme de X(K) lui-meme et l'on a prouve, 
suivant VOJTA, la conjecture de Mordell. 

Revenons au cas general et soit Zq la reunion des translates de sous- varietes abeliennes 
de G qui sont contenues dans X ; e'est l'ensemble exceptionnel pour le probleme de 
Mordell-Lang. Soit a = (do, • • • , a m ) £ Z m+1 ; si Zq 7^ X, le morphisme 

X\ CLqXq, . . . , CL m X m Qi m —\X m —\) 

est generiquement fini et l'inegalite de Vojta affirme que 

m m 

^ h(aiXi - aj.iXi-i) > ^2 a iK x i) 

i=l i=0 

pour tout x £ (X \ Zo) m+1 (Q) et tout a G Z m+1 tels que pour tout i, a^+i a« et 
a 2 h(xi) > ag- 

Soit maintenant T un sous-groupe de rang fini de G(Q) ; nous supposerons toujours 
que T est sature, e'est-a-dire que tout endomorphisme surjectif de G induit un en- 
domorphisme surjectif de T. Dans [SS], REMOND introduit plusieurs candidats pour 
un lieu exceptionnel. La generalisation la plus evidente de l'ensemble X \ X ta est de- 
finie ainsi : il s'agit de l'ensemble Zx,r des points x G X pour lesquels il existe une 
sous- variete abelienne H de G et un point 7 de V tels que dim a ,(X D (7 + H)) > 
max(0, dim(X) — codim(H)). 

En vue de generaliser la definition de l'ensemble X oa (son complementaire dans X, 
plutot), REMOND definit trois series d'ensembles exceptionnels, indexees par un en- 
tier r G {0, . . . , dim(G)} : 

- L'ensemble Z^ ano = X \ X oa, [ r l forme des tels points x pour lesquels il existe une 



sous-variete abelienne H de G telle que 



(8) 



dim x (X fl (x + H)) > max(0, r - 1 - codim(H)). 



8. Les lettres ano significnt anomalous, Remond utilise la notation an. 
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- L 'ensemble Zj[ q reunion des sous-varietes fermees irreductibles Y de X telles qu'il 
existe des diviseurs effectifs S£\ et Jzf 2 sur G et un entier a tels que 

deg(c 1 (^f 1 ) a c 1 (^ 2 ) dim(Y) - a n [Y]) = 
rang(Jzfi) — 1 ^ a ^ dim(Y) 
rang(Jzfi + «if 2 ) ^ r. 

(Le rang d'un fibre en droites Jzf est le plus grand entier naturel r tel que Ci(Jzf) r 
ne soit pas numeriquement trivial.) 

- L 'ensemble defini de fagon analogue a q mais en considerant des diviseurs 
a coefficients reels. 

D'apres le theoreme 1.4 de [66J, ce sont des parties fermees de X qui verifient 

r/{r) f- rj(r) 7 {r) 
L X,Q C A X C ^X.ano- 

Observons aussi que lorsque T parcourt l'ensemble des sous-groupes de rang fini 
de G(Q), la reunion des Zx,r est egale a ^xtmT^^ ■ 

Grace au theoreme de complete reductibility de Poincare, toute sous-variete abe- 
lienne H de G est la composante neutre du noyau d'un endomorphisme p de G. Plutot 
que de travailler dans G/H, on peut appliquer (p. On peut en outre se restreindre a un 
ensemble $ d'endomorphismes qui sont presque des projecteurs, au sens ou il existe 
un entier naturel a tel que <p o ip = cup et \\<p\\ <C a (on a fixe une norme sur l'espace 
vectoriel reel End(G)R), et dont les images forment un ensemble fini de sous-varietes 
abeliennes de G. 

L'inegalite de Vojta uniforme que demontre REMOND est la suivante : 

THEOREME 4.15 (|64J, proposition 5.1). - - Avec ces notations, il existe des nombres 
reels ci, 02,03 > tels que Von ait 

m m 

2j h{p(aiXi - Oj-iXi-i)) > ci \\p\\ 2 2J a^h(xi) 

i=l i=0 

pour tout x G (X \ Z^ ) m+1 , tout a £ N m+1 et tout (p G $ dont I'image est de dimen- 
sion ^ r tels que a^ + i ^ c 2 cij et h(xi) ^ C3 pour tout i. 

Ce theoreme affirme ainsi l'existence d'une inegalite de hauteurs pour des points en 
dehors du lieu exceptionnel Zj[ . L'ensemble Z^^, de definition peut-etre plus na- 
turelle, est parfois plus gros. En outre, la proposition 1.3 de |64J (deja mentionnee) 
montre qu'il est necessaire d'exclure les points de lieu q ; il est possible que ce soit 
aussi sufnsant. 

La preuve du theoreme 14.151 consiste en la verification, delicate, des hypotheses de 
l'« inegalite de Vojta generalisee » que REMOND avait etablie dans [62j. II faut notam- 
ment etablir des minorations uniformes de degres d'intersection, parmi lesquelles : 

deg( Cl (/3 a >, . . . , v )*J?) m ^ n [X m+1 ]) ^ c 4 (a . . . a m ) 2m yf m{m+1) , 
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ou C4 est un nombre reel strictement positif. L 'existence de C4, lorsque a et if sont 
fixes, equivaut a ce que l'homomorphisme (if, . . . , if) o fi a soit generiquement flni. Re- 
MOND etablit cette minoration uniforme en combinant des proprietes d'homogeneite 
du membre de gauche (qui permettent de supposer que a — (1, ... ,1)) et la possibility 
d'etendre de fagon continue ce degre d'intersection au cas ou if appartient a End(G)n, : 

(r) 

la definition de l'ensemble exceptionnel Z^ assure que ce degre soit toujours strictement 
positif, de meme que toutes les variantes requises par le theoreme de |62| . 



(9) 



Pour toute partie £ de G(Q) et tout nombre reel e > 0, notons SSi^L, e) l'ensemble 
des points de G(Q) de la forme x + y, ou x e £ et h(y) ^ e. 

COROLLAIRE 4.16 ( [64] . Theoreme 1.2). - - II existe un nombre reel e > tel que 
l'ensemble (X(Q) \ zj } ) n @(T + G [r] ,e) soit de hauteur bornee. 

Remarque J^.ll. — II convient de noter que dans ce resultat, il n'y a pas le decalage 
d'exposants que l'on trouvait dans le theoreme 14.11 Cest en quelque sorte le prix a 
payer pour permettre de traiter des sous-groupes de rang fini. En effet, d'apres la 
proposition 1.3 de [64j, si Z est un ferine de X tel que (X(Q) \ Z) n M(T + G M , e) est de 
hauteur bornee pour tout sous-groupe T de rang fini de G(Q), alors Z contient Z^q- 

Demonstration. — Pour simplifier, on ne traite que la variante du corollaire sans e et on 
demontre que l'ensemble (X(Q) \ Z^ ) H (r + G^) est de hauteur bornee. Considerons, 
par l'absurde, une suite (x n ) dans cet ensemble dont la hauteur tend vers l'infini. On 
ecrit x n = 7„ + P n + Q n , ou 7„ G T et P„ appartient a une sous-variete abelienne de 
codimension ^ dim(X). On fixe un endomorphisme if n G $ tel que if n {P n ) = ; on 
peut en outre supposer que max(/i(7„), h(P n )) h(x n ). Enfin, comme End(G)R et 
r <8>z R- son t des R-espaces vectoriels de dimension finie, et quitte a considerer des sous- 
suites convenables de la suite (x n ), on peut supposer que <f n / \\f n \\ et 'J n /h('j n ) sont 
assez proches d'un meme element de End(G)R, resp. de Tr. Au prix d'une eventuelle 
extraction supplementaire, il est alors possible de construire des entiers do, . . . , a m de 
sorte a contredire le theoreme 14.151 (avec if = ip ). □ 

Lorsque X n'est pas geometriquement degeneree, X oa C X \ 2^ +dim( ^ x ^ n'est pas vide 
et le corollaire entraine done que X oa (Q) n (r + G [dim(x)] ) est de hauteur bornee. Si, de 
plus, G est a multiplications complexes, la proposition 14.111 entraine que cet ensemble 
est fini, demontrant du meme coup le theoreme 11.61 

L'analogue abelien du theoreme ll.ll s'ensuit facilement : 

Corollaire 4.18 Q64J, Corollaire 1.6). — SoitX une courbe irreductible d'une variete 
abelienne a multiplications complexes G. Si X n'est contenue dans aucun sous-groupe 
algebrique strict de G, alors X(Q) fl G^ est fini. 



9. La lettre S3 est 1'initiale du mot boule. 
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Demonstration. — Soit H la plus petite sous-variete abelienne de G contenant un trans- 
late de X et soit g un point de X tel que X C g + H. Alors, la courbe Y = X — g est 
non degeneree dans H, tandis que g engendre G/H. Soit T le plus petit sous-groupe 
sature de H(Q) contenant l'image de g par tout homomorphisme de G dans H ; c'est un 
sous-groupe de rang fini de H(Q). On constate que pour tout point x de X(Q) D G' 2 ', 
x — g appartient a Y(Q) fl (T + H^). Applique a Y et au groupe T, le theoreme 11.61 
entraine done que X(Q) fl G' 2 ' n'est pas dense dans X. Comme X est une courbe, il est 
done fini. □ 

Remarque 4. 19. — Lorsqu'on oublie la partie G^, les enonces precedents fournissent 
un cas particulier de l'enonce suivant, combinaison des conjectures de Mordell-Lang et 
Bogomolov : Si X n'est pas un translate d'un sous-groupe algebrique de G, I 'intersection 
de X et de 33(T, e) n'est pas dense dans X pour la topologie de Zariski. Ce resultat a 
ete etabli par B. POONEN [54J (pour les produits de varietes abeliennes et de tores) et 
par REMOND [61] en general. 

4.5. Conjecture de Bogomolov et finitude 

HABEGGER [29J, MAURIN [43j et VlADA [75j EZ] ont montre comment utiliser les 
versions effectives de la conjecture de Bogomolov pour deduire du theoreme 14.11 (ou 
de ses variantes) des enonces de finitude. Ces deux premiers auteurs traitaient le cas 
des tores, la derniere des varietes abeliennes, cas sur lequel nous allons nous concentrer 
maintenant. Pour un enonce similaire au theoreme 14.201 dans le cas des tores, voir le 
theoreme 11.6 de |43| . 

Dans tout ce paragraphe, on considere done une variete abelienne G definie sur Q, 
un fibre en droites ample Jzf sur G et la hauteur canonique he? associee. 

Avec ces notations, VlADA demontre le theoreme suivant : 

Theoreme 4.20 ([7_7J, Theorem 1.6). - - On suppose verifiee la coniecture \3.8l Soit X 
une sous-variete (fermee, irreductible) de G, distincte de G. 

1. Supposons que X ne soit contenue dans aucun sous-groupe algebrique strict de G. 
Pour tout nombre reel B, il existe un nombre reel e > tel que V ensemble des 
points deXn 3§(G^ 1+dira ^ x ^ , e) dont la hauteur est ^ B ne soit pas dense dans X 
pour la topologie de Zariski. 

2. Supposons que X ne soit contenue dans aucun translate de sous-variete abelienne 
de G. Soit T un sous-groupe de rang fini de G. Pour tout nombre reel B ; il existe 
un nombre reel e > tel que I'ensemble des points de Xfl SS{Y ■ G' 1+dim( - x ^, e) dont 
la hauteur est ^ B ne soit pas dense dans X pour la topologie de Zariski. 

En fait, la preuve ne requiert la conjecture 13.81 que sous une forme affaiblie, et pour 
un ensemble fini de sous-quotients de puissances de G, ce qui permet, dans cet enonce, 
de choisir la constante c independamment de G. 

VlADA commence par etablir l'equivalence des deux assertions du theoreme ; la de- 
monstration se concentre alors sur la seconde. 
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De maniere analogue a ce qui a ete fait dans le paragraphe sur l'inegalite de Vojta, 
on ecrit une sous-variete abelienne de codimension au moins 1 + dim(X) comme la 
composante neutre du noyau d'un homomorphisme surjectif. Pour simplifier les nota- 
tions, supposons ici que G est une puissance A 9 d'une variete abelienne simple A de 
dimension a. Notons E = Endq(A) ; c'est un sous-anneau du corps E ® Q. II suffit de 
considerer des homomorphismes surjectifs de but A r , oil r 6 {0, . . . ,g} est un entier 
tel que ar ^ 1 + dim(X). Ces homomorphismes sont donnes par une matrice rxja 
coefficients dans E. Un argument de reduction de Gaufs couple avec un enonce d'ap- 
proximation diophantienne (lemme de Dirichlet) ramene a considerer un ensemble fini $ 
d'homomorphismes ip : A 9+s — > A r dont la matrice est de la forme (ml r L L') et est 
de norme <C \m\. 

II reste a prouver que pour tout ip G $ et tout point 7 de A s , l'ensemble des points 
de A 9+s de la forme (x, 7), ou x G X est de hauteur ^ B, ou (x, 7) G &(ker((p),e/ \\<p\\ ) 
n'est pas dense dans X x {7} pour la topologie de Zariski. En revanche, le processus 
d'approximation modifie e et on n'a pas de controle a priori de \\<p\\- II suffit cependant 
de trouver un nombre reel e qui entraine la non-densite pour tout homomorphisme (p 
comme ci-dessus. C'est la qu'intervient la forme effective conjecturale de la conjecture 
de Bogomolov. 

Lorsque \\tp\\ n'est pas trop grande, on obtient directement la non-densite voulue en 
considerant l'image par <p de X x {7} dans A s et en notant qu'elle est de codimension 
au moins 1 et de degre <C ||(/?|| 2dim( - X \ Les images par ip dans ip(X x {7}) des points 
p = (x,7) consideres sont en effet de hauteur <C e||y2|| 2 ; leur densite entraine que 

11 n2dim(X)+2 „ 

(ml L \ 
r J et une 

composante irreductible Y de [m] _1 ^(X) dans A 9 ; on demontre que son degre est 
majore par un multiple de ||<^|| 2a( ' 9 ~ r \ Si p = (2,7) verifie les relations envisagees, on 
constate que h{tp{x)) max(B,£ ||^|| 2 ). Sous l'hypothese qu'ils forment un ensemble 
dense dans X x {7}, la version effective de la conjecture de Bogomolov entraine que 
max(B,5||^|| 2 )«||^|| 2/(a9 - dim(X) . 

On verifie que si e est assez petit (independamment de ip), ces deux inegalites sont 
toutes deux fausses, ce qui conclut la demonstration. 



Sous l'hypothese que G a une densite positive de reductions ordinaires, le theoreme !3.9l 
de GALATEAU fournit une version effective de la conjecture de Bogomolov a peine plus 
faible que celle conjecturee. En outre, cette hypothese est verifiee pour l'ensemble fini de 
quotients de G consideres dans la preuve. En reprenant les calculs ci-dessus, on constate 
que cela suffit pour assurer la conclusion du theoreme 14.201 

Compte tenu du theoreme 14.7} il en resulte le theoreme : 



THEOREME 4.21. - - Soit G une variete abelienne banale et soit X une sous-variete 
(fermee, irreductible) non degeneree dans G. Soit V un sous-groupe de rang fini de G(Q). 
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// existe un nombre reel e > tel que X(Q) fl ^(G' 1+dim ^ x ^ + r, e) ne soit pas dense 
dans X pour la topologie de Zariski. 

En raisonnant comme dans la preuve du corollaire I4.18[ on en deduit un resultat pour 
les courbes : 

Corollaire 4.22. — Soit G une variete abelienne banale et soitX une courbe (fermee, 
irreductible) dans G qui n'est contenue dans aucun sous-groupe algebrique strict de G. 
II existe un nombre reel e > tel que X(Q) fl ^(G^ 1+dim( - x ^, e) soit fini. 

4.6. Families de varietes semi-abeliennes 

Comme je l'ai evoque dans 1' introduction, Pink a propose une generalisation com- 
mune des conjectures d'Andre-Oort, Manin-Mumford, Mor dell-Lang dans le cadre des 
varietes de Shimura mixtes. Une variante de cette derniere conjecture, d'enonce plus 
elementaire, concerne les families de varietes semi-abeliennes. 

Soit S une variete algebrique complexe et soit p: G — > S un schema semi-abelien 
sur S, c'est-a-dire une famine de varietes semi-abeliennes parametree par S. Pour tout 
entier r, on note G^ la reunion, pour s G S, des sous-ensembles G|> de G s : un point g 
de G, d'image p(g) G S, appartient a G^ si et seulement s'il appartient a un sous-groupe 
algebrique de codimension ^ r de sa fibre G p ( g )- 

Dans ces conditions, PlNK conjecturait l'enonce suivant : 

Conjecture 4.23 ([39], Conjecture 6.2). - - Soit p: G — > S un schema semi-abelien 
et soit X C G uns sous-variete fermee irreductible. Si X n'est pas contenue dans un 
sous-schema en groupes strict de G, alors X n G[ 1+dim ( x )l n'est pas dense dans X pour 
la topologie de Zariski. 

Donnons un exemple : prenons pour S le complement aire de {0, 1, oo} dans la droite 
projective et soit p: E — > S la famille de Legendre des courbes elliptiques, definie par 
l'equation affine y 2 = x(x — l)(x — s) dans Ag. Soit alors G = E Xg E, le produit fibre 
de deux copies de E. L'ensemble G' 2 ^ est l'ensemble des couples (s,ei,e2) ou s G S et 
ei,e2 sont des points de torsion de la courbe E s . Dans ce cas, MASSER et ZANNIER 
demontrent le theoreme suivant ([SJ, voir aussi [40]) : 

THEOREME 4.24. - - Soit E — > S une famille non constante de courbes elliptiques et 
soit G le schema abelien Ex g E. Soit X une courbe fermee irreductible dans G. Alors, 
X fl est contenu dans une reunion finie de sous-schemas abeliens stricts de G. 

La preuve de ce theoreme, d'une nature assez differente de celles esquissees dans 
ce rapport, repose sur l'approche de la conjecture de Manin-Mumford decouverte par 
PlLA et ZANNIER [47J et sur un theoreme de PlLA et WlLKIE concernant les points 
rationnels des ensembles definissables dans une structure o-minimale. 
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Toutefois, en reprenant une construction (due a K. RlBET) de points speciaux sur 
des extensions de schemas abeliens par un tore, D. Bertrand [7] a observe recemment 
que la conjecture 14.231 est fausse. 

THEOREME 4.25 ([7j, Theorem 1). - - Soit E une courbe elliptique a multiplications 
complexes, soit S une courbe algebrique complexe et soit p: G — > S un schema semi- 
abelien qui est extension non constante de Eg par G mj g. II existe une section (3: S — > G 
dont I 'image n'est contenue dans aucun sous-schema en groupes strict de G, mais tel 
que V ensemble des points s G S tels que (3(s) soit un point de torsion de G s soit infini. 

Demonstration. — Soit E' la courbe elliptique duale de E (on a E ~ E', mais il est 
plus pratique de les differencier) et notons — > E x E' la biextension de Poincare. 
L'extension G est donnee par un morphisme non constant 7: S — > E' ; l'universalite de 
la biextension de Poincare implique que si l'on note 7e = 7 x We, 7e^ es ^ egal au 
G m -torseur sur Eg donne par G. II y a ainsi une bijection canonique entre l'ensemble 
des sections (3: S — > G et celui des couples forme d'un un morphisme q de S dans E et 
d'une trivialisation du fibre en droites (7 x q)* & sur S. 

Soit /: E' — > E une isogenie telle que /' ^ f et notons g l'isogenie antisymetrique 
donnee par g = f — /'. La bidualite de & entraine l'existence d'un isomorphisme 
canonique 



d'ou l'existence d'une section canonique /3 : S — > G relevant 907: S — > E. 

Pour tout s G S tel que j(s) est un point de torsion de E, on demontre le point (3(s) est 
de torsion. Toutefois, comme l'extension G n'est pas constante, les seuls sous-schemas 
en groupes stricts de G sont ou bien finis sur S, ou bien de la forme TG m , ou T est fini 
sur S. Comme #07 n'est pas constante, elle n'est pas d'ordre fini et (3(S) n'est contenue 
dans aucun sous-schema en groupes strict de G. □ 

Comme l'explique BERTRAND dans son article, ce contre-exemple s'interprete par- 
faitement dans le cadre de la conjecture generale de PlNK Q49J, conjecture 1.3). Avec 
les notations du theoreme I4.25[ l'image /3(S) provient d'une sous-variete speciale d'une 
sous-variete de Shimura mixte. Autrement dit, contrairement au cas absolu, toutes les 
sous-varietes speciales d'un schema semi-abelien ne sont pas des translates de sous- 
schemas abeliens par des points de torsion. 

II est interessant de remarquer que les points de Ribet analogues a ceux du theoreme 
precedent, lorsque S est un point, fournissent des contre-exemples a une generalisation 
hative des conjectures 13.31 et 13.41 aux varietes semi-abeliennes generales. 

Restreinte au cas des schemas abeliens, la conjecture 14.231 est une consequence de la 
conjecture generale de Pink et reste ouverte. 




T )*£»~(7,/'o 
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